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円周長と直径の関係についての考察
深田陽司＊
要
?
本論では，円周長と直径の比に関する定理（以後定理と呼ぶ）を考察した．まず，ギリシャ
時代の関連する定理や公理の歴史を調べ，定理がユークリッド以降アルキメデス以前に明らか
になったと推測する．次に，公理主義的立場を離れたときには，定理が容易に証明できること
を2通りの方法で示した. 1つは，アルキメデスまでの定理を用いる方法であり， もう 1つは，
近代における極限を利用する方法である．最後に，公理主義的立場に立って， 3つの補助定理
を提示および証明した後，定理を証明した．
Considerations of the Circular Constant Theorem 
Youji FUKADA* 
Abstract 
In this paper, the Circular Constant Theorem (hereafter simply called the Theorem) is 
discussed. First, the history of the theorems and the axioms in the ancient Greek is exam-
ined in relation to the Theorem. It is suggested that the Theorem appeared during the 
time of Euclid and Archimedes. Second, the Theorem is easily proved in 2 ways, if we ig-
nore the axiomatic standpoint. Thirdly, the Theorem is proved from the axiomatic stand-
point after 3 lemmas are proved. 
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1 . はじめに
円周長は直径の定数倍と関係づけられており，定数は冗と表されて円周率と呼ばれてい
る[!]. 円周率冗は， 3.14159…の値をもつ無理数である．我々は初等教育において半径rの円
の面積は冗r2と学び，中等教育においては半径rの球の体積および表面積はそれぞれ4/3冗戸
および4冗戸と学ぶ．そしてこれらの公式を頻繁に利用している．また最先端のコンピュータ
の性能をチェックするために，数多い無理数のうちで冗を何桁まで計算できるかが競われて
しヽ る[2]• 
最初に述べたように，円周長は直径の冗倍であることはよく知られている． しかし冗がど
のように定義されたかは，一般的にはそれ程知られていない． ここで冗は円周率と呼ばれる
ように，直径dの円の円周長は冗dという定理がまず証明されたと考えられる．円（半径を r
とする）の面積を算出することが多いので我々には冗戸という定理に馴染み深いが， もし後者
が先に証明されていたのなら，冗は円周率ではなく円面積率と定義されていたはずである．
一般的にはそれ程知られていないと上で述べたのは，円周長と直径の比に関する定理（以後
単に定理と呼ぶ）の証明である．我々が容易に入手できる文献には，定理の記述および証明は
見つけられない．文献 [I]には，ユークリッドの‘‘原論"[ 3lにこの比が定数であることが記さ
れている， とあるが“原論”には見当たらない．また文献[4]には，アルキメデス以前の幾何
学者たちが円周長と直径の比が常に等しいことを知っていたのは確かである，とあるがどの文
献に記載されているかは述べられていない．現存する文献には定理の記述および証明は見当た
らないものの，円周率との呼称などから著者が推測したものと思われる．本論でもこの立場を
とる．
ここで数学史のうち，本論に関係する部分を簡単に述べる[5]• エジプト時代の数学は実用
計算の段階にとどまっており，円周率を (4/3)4= 3.1605…として円の面積を算出している [l.
ギリシャ時代のターレス (B.C.624?-546?)は論証数学の父と呼ばれ[4l, アテネにアカデミー
を創設したプラトン (B.C.427-347)の弟子であるユードクソス (B.C.408?-355?)は一般比
例量論と取り尽くし法を確立している．ユークリッド (B.C.330?-275?)は公理主義の具体例
として“原論"を著し，アルキメデス (B.C.287?-212) は球と円柱の関係に関する研究な
ど[4 ], [ 6 J, 古代最大の数学者であり科学者であった．彼は内接および外接正多角形を用いて，
3+ 10/71く冗<3+1/7を導いており，少数以下2桁まで正しい[4]. アポロニウス (B.C.262-
200?)は円錐曲線で有名である. 3人が活躍した当時は黄金時代と呼ばれている．
近代になると，ギリシャ時代には訳の分からないものとして避けられていた，極限につなが
る無限個の無限小が考えられた．それによって，ニュートン (1642-1727)やライプニッツ
(1646-1716)は微積分を確立した．彼らは無限級数を用いて冗の近似値を算出したが，ニュー
トンの級数では最初の 9項だけで少数以下7桁まで正しく算出される[4]• 
本論では，円周長と直径の比に関する定理を証明する. 2章では，上で述べた歴史的経緯を
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無視した証明を述べる. 3章では，定理はユークリッド以降アルキメデス以前のものとして，
歴史的経緯を踏まえ当時既知の命題や手法を用いた証明を述べる．
2. 歴史的経緯を無視した証明
本章では，まず歴史的経緯を述べ，次にアルキメデスまでの成果を利用した証明と，近代に
なってからの考えである極限を利用した証明を述べる．
2.1 定理と歴史的経緯
“原論”は B.C.300年ごろユークリッドによって書かれた13巻から成る数学書であり，当時
までの成果が公理的方法で纏められている[3 J. 本節ではまず，本論で直接に関係する命題X・
1とXII・2を述べる．次に定理を述べた後，アルキメデスの命題と公理を述べる．
命題X・1 (ユードクソスの公理）
二つの不等な星が定められ， もし大きい方の量からその半分より大きい量が引かれ，残りか
らまたその半分より大きい量が引かれ，これがたえず繰り返されるならば，最初に定められた
小さい方の量よりも小さい何らかの量が残されるに至るであろう．
言い換えると，上記の操作を続けるとき，あらかじめ定められた任意の正数 E (小さい方の
量）より小さくできる（つまり限りなく 0に近づけられる）ことを主張している．
命題XII・2
円は互いに直径上の正方形に比例する．
言い換えると，直径がdおよびDの2つの円の面積を，それぞれsおよびSとすると，
s s 
d2 = D2. (1) 
ギリシャ時代に著された数多くの書物の殆どは失われてしまっており，アラブに渡った少数
の書物がアラビア語版として残されている．ユークリッドは“原論”以外に“円錐曲線論”を
著していたが，後のより高度なアポロニウスの“円錐曲線論”に取って代わられたようであり，
失われてしまっている[5 J. 円も特殊な円錐曲線であり，ユークリッド以降アルキメデス以前
にはそれ程有名な数学者はいないので，懸案の定理は“原論”には見当たらないものの，ユー
クリッドの“円錐曲線論”には述べられていたのかもしれない．以下に定理を述べる．
定理
円周長は互いに直径に比例する．
言い換えると，直径がdおよびDの2つの円の円周長を，それぞれcおよびCとすると，
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C C 
＝ 
d n・ (2) 
式(2)の比例定数を円周率と呼び冗で表す．ユークリッドの命題XII・2や定理では，面積や
円周と直径との比例関係を述べているにすぎないが，アルキメデスの初期の著書である“円の
測定”の命題 lでは，以下に述べるように円面積の求め方を直接的に述べている[4 ],[ 6 l•
命題 1
すべての円の面積は，直角をはさむ2辺が半径と円周に等しい直角三角形に等しい．
言い換えると，半径がrの円の面積および円周長を，それぞれsおよびcとすると，
1 
s = -re. 
2 
命題 1の証明においてアルキメデスは，
内接多角形の周長く円周長く外接多角形の固長
(3) 
(4) 
なる関係をためらいなく使用しているが，後期の著書である“球と円柱について I, において，
公理として以下の 2 つをあげ，関係式(4)のうち命題 1• 1で前者を証明し，命題 1・2で後者を
証明している（ただし，公理よりこれら 2つの命題は自明に近い）「7].
公理 1
同じ両端をもつ線のうち，直線が最小である．
公理2
一平面上にあり同じ両端をもつ直線以外の線のうち，次のようなものは不等である．すなわ
ち，両線が同じ向きに凹であり，一方の曲線全部が，それ
と同じ両端をもつ他方の曲線と両端を結ぶ線分に囲まれる
か，または，ある部分が囲まれ，ある部分は共通である場
合である．そして囲まれる方がより小さい．
前者の場合を言い換えると，図 1に示す状況において，
線 I2の長さく線 I1の長さ．
?
13 
図 1 曲線の長短
?
2.2 円面積率の定義
本節では，円の面積と直径の 2乗の比（円面積率と呼ぶ）が円周率よりも先に定義されてお
り，‘‘円の測定”の命題 lがすでに明らかになっていると仮定して定理を証明する（この仮定
は歴史的経緯には反するものの，命題 1の証明「 4], [ 6]をみる限り公理主義的には問題はない）．
定理の証明）
直径がdおよびDの円の面積と円周長を，それぞれ sおよびSとcおよび Cとする．
で命題XII・2の式(1)において比例定数（円面積率）を 1/位とおく．また命題 lょり，
I._ C一
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s S 1 
＝＝ d2 ぴ 4冗． (5) 
1 1 
s = -de, S = -DC. 
4 4 
(6) 
すると式(6)を式(5)に代人することにより，容易に
C C 
-=-=冗．
d D 
Q.E.D. 
2.3 極限の利用
本節では，文献[8 Jにおいてラジアンを定義するときに展開された議論を，本論の目的に合
うように若干の修正を施す．
定理の証明）
半径rおよびRの2つの同心円の円周長を，それぞれcおよびCとする．図 2に示すよう
に，中心周りの角を 0とし（現代では 2冗ラジアンと分かっているが，当時は未知である），
中心角 0の扇形を考える．同心の 2つの扇形の弧の長さを，それぞれbおよびBとすると，
0 0 b = c- B = C-e・e・ (7) 
これらの扇形を n(nは任意の正整数）等分し， n分の 1の小さい扇形における弦の長さを，
それぞれ出およびDnとする（図 3にn=2の場合を示す）．すると，底辺の長さが出の小
さい三角形と Dnの大きい三角形は，頂角が等しい 2等辺三角形だから互いに相似である．よっ
て任意の nに対して，
~n =似． (8) 
ここで nを限りなく大きくすると， 3章で述べる補助定理 3より， n出および nDnはそれ
ぞれ bおよびBに近づくので，
lim ndn =互，
n→ = r r 
lim nDn = B 
n→ = R R. (9) 
ところで，任意の nに対して式(8)が成り立つので，式(9)における 2つの左辺は等しい．
b B 
r R. (10) 
式(10)に式(7)を代入し整理すると，
C C 
r R. 
Q.E.D. 
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r 
図2 同心の扇形 図3 扇形の 2分割
3. 歴史的経緯を考慮した証明
本章では， 2章で述べた歴史的経緯にのっとって，つまりユークリッドの命題が既知であり，
ァルキメデスの命題 1は未知として定理を証明する．ただし2.1で述べたように，アルキメデ
スの命題における式(4)は， 2つのアルキメデスの公理そのものといってよいので，式(4)は定理
以前に明らかになっているとする．
3.1 3つの補助定理
本節では，まず円に内外接する任意の多角形の周長に関する 2つの補助定理を提示し証明す
る．さらに，命題 XII• 2の証明において取り尽くし法の使用を可能にした命題X・1 (ユー ド
クソスの公理）に代わる命題を，補助定理 3として提示し式(4)を用いて証明する．
補助定理1
円に内接する相似な多角形の周長は，互いに直径に比例する．
証明）
付録の式(Al)より，対応する辺は互いに直径に比例する．従ってその総和も直径に比例する．
Q.E.D. 
補助定理2
円に外接する相似な多角形の周長は，互いに直径に比例する．
証明）
直径がそれぞれdおよびDの円 1 (中心を 01とする）および円 2 (中心を 02とする）に
外接する，互いに相似な n多角形を多角形 lおよび多角形 2とする．
図4(a)に示すように，多角形 1の任意の頂点を Pとし，頂点 Pを端点とする 2つの辺上の
接点を plおよび p2とすると，中心01と接点を結ぶ線は接線に垂直である（命題 II・18).
また，三角形に円を内接させる手続き（命題 IV• 4) にあるように，乙Pの2等分線は中心
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?
?
(a)多角形 1 (b)多角形 2
図4 相似な外接多角形
01を通る． さらに線分 P01は共通である．従って，△PP101と△PP201は合同であり，
PP1=PP2. 多角形 2についても同様であり， QQI= QQ2 (図 4(b)参照）．
ここで，△PP101と△QQ102において，多角形 1と多角形 2は相似だから乙P=乙Qであ
り，従って乙P1P01=乙QIQQ2.また，乙PP101=乙QQ102=直角である．よって，
△ PP101と△QQ1Q2は相似である．
2PP1 
2QQ1 =~. 
すべての頂点においても同様に，対応する 2接線の長さの和は互いに直径に比例する．そし
て，外接多角形の周長は全ての頂点における 2接線の長さの和である．
Q.E.D. 
補助定理3
正方形から始めて，正8角形，正16角形，…と続けていくならば，円周長と内接正多角形
の周長との差は，あらかじめ定められた任意の正数cよりいつかは小さくすることができる．
外接正多角形についても同様のことがいえる．
ここで以下に述べる証明において，命題I・12および命題I・13は，鈍角三角形および鋭角
三角形における余弦定理であり，ユークリッドまでにすでに三角関数の考えはあったので，本
論では記述を簡潔にするために，三角関数の表記を用いる（あくまで簡潔にするためだけであ
る）．
証明）
円の半径を rとし，中心0周りの角度を 28(現代では 8は冗ラジアンであることが既知
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であるが，当時は未知である）とし，任意の正n多角形の一辺に対する中心角を 20とおくと，
0=~. 
内接正n多角形の周長および外接正n多角形の周長を，それぞれ出およびDnとすると，
図5に示すように，
dn = 2rn sin 0, Dn = 2rn tan 0. 
その差を 4とおくと，
Lin = Dn -dn = 2rn tan 0(1-cos 0) = 2rfJ 
sin 0 1-cos 0 
0 cos 0 . 
(1) 
ここで n~4 だから， 0~1/2 直角である．このとき図 6 に示すように，中心角が 0 のとき
の扇形およびその内部にある三角形と外部にある三角形の 3つの図形の面積を考える．まず扇
形の面積を考える．式(1)の比例定数を l/4IIとおくと（現代ではII'ま冗と分かっているが，
当時は未知である），円の面積は”戸であるから，扇形の面積は”が・0/2<9である．よって，
がーsin0 < -r2II―< 0 1 2 
2 2 <9 2 
r tan 0. 
整理すると，
II sin 0 II 
(9 
-cos 0 < 0 e・ 
上式の第2の不等関係を，式(1)に代入し整理すると，
Lln < 2rII 
1-cos 0 
cos 0 
ここで，任意の正数eが与えられたとき， nを大きしていくと，つまり 0を小さくしていく
と，いくらでも cos0は1に近づき (1-cos 0)は0に近づくから，いつかは
2rll 
1-cos 0 < E. 
cos 0 
." Lfn < E. 
ところで，円周長を cとおくと，式(4)より出<Cく Dnだから，
c-dnく Dn-dn=Lln<E, Dn-cく Dn-dn=Lin< E. 
Q.E.D. 
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゜rtan0 
図5 正多角形の一辺 図6 3つの図形の面積
3.2 定理の証明
本節では，直径がdおよびDの2つの円を円 1および円 2とし，それぞれの円周長を cお
よびCとして， c/C= d/D (つまり， c/d= C/D)を背理法により証明する．
証明）
Case 1) c/C < d/Dと仮定する．
すると， c/1:= d/Dなるふつまり 0< J; く Cを満たすどが存在する．
まず，円 2に内接する正多角形を考える．正方形から始めて，正8角形，正16角形，…と続
けていくと，円周長Cと内接正多角形の周長の差は，補助定理 3よりいつかは任意の正数よ
り小さくなるから， このときの内接正n多角形の周長を Tとすると，
C-T< C―1:. 
:. 1: < T. (12) 
ここで，円 lに内接する正n多角形の周長を tとすると，補助定理1より
t . d C 
＝＝ T D ど・
?
―?＝?
?
? (13) 
ところで，式(4)の第 1の関係より式(13)の右辺は 1より大きい．
E > T. 
式(12)と式(14)は矛盾しており，仮定は誤りである．
Case 2) c/C > d/Dと仮定する．
すると， c/E= d/Dなる E,つまり 0< C < Eを満たすどが存在する．
円2に外接する正多角形を考えると， Case1と同様に外接正多角形の周長と円周長Cの差
(14) 
は，いつかは任意の正数より小さくなるから，このときの外接正n多角形の周長を Tとする
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と，
T-C <£-C. 
:. Tく；；．
ここで，円 1に外接する正n多角形の周長を tとすると，補助定理2より
t d C 
＝＝ T D J; ・
ど c
＝ 
T t 
ところで，式(4)の第 2の関係より式(16)の右辺は 1より小さい．
ど<T. 
式(15)と式(17)は矛盾しており，仮定は誤りである．
以上より， c/C= d/D. 故に， c/d= C/D. 
4. おわりに
2005年12月
(15) 
(16) 
(17) 
Q.E.D. 
本論では，冗が円周率であること，つまり円周長は直径の定数冗倍であるという定理を証明
した．まず関係する定理や公理を歴史的な順序に従って述べ， これらの順序を無視して，つま
り公理主義的立場を無視して定理を証明した．次に，公理主義的な立場を守って，当時既知で
あった命題や公理を用いて定理を証明した．その際の手法も，命題XII・2の証明において用
いられた背理法である．
定理は良く知られた事実であり，ギリシャ時代の数学者が証明していたと考えられる．また，
たとえそれを記述した文献が失われていたとしても，あまりにも有名な定理なので，その後の
科学者が証明しているはずである（本論で示したように，数学者でなくても容易に証明できる）．
しかし筆者は数学や科学史の専門家ではなく，筆者が容易に入手できる文献には定理の提示や
その証明は見当たらないので，あえてここで明らかにした．
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付録
命題 XII・1は命題XII・2の補助定理である．その証明[3 Jを現代風になおして以下に述べ
る．
命題XII・1
円における相似な多角形は互いに直径上の正方形に比例する．
証明）
直径がそれぞれdおよびDの円 1および円 2に内接する，互いに相似な n多角形である多
角形 1および多角形 2を，それぞれ P1P2.・Pnおよび Q!Qz・・Qnとする（図 Al参照）．
頂点 pn(Qn)と他の頂点を結び， 2つの多角形をそれぞれn-2個の三角形に分割する．す
ると△PnP1P2と△QnQIQ2において， 2つの多角形は相似だから，相似の定義（定義VI・1)
より
乙pnplP2 = LQn QI Qz, P1 P2: QIQ2 =~ 出： QnQl・
すると命題 VI• 6より，△Pn P1 P2 C/.) △ QnQl Qz. よって，
L:_P1 pn P2 =乙Q!QnQ2・
次に P2CQ2)を通る直径のもう一方の端点を P(Q)とすると，△PP1P2と△QQIQ2におい
て，
乙PP1P2=直角＝乙QQ1Q2, 乙P1PP2=乙P1PnP2=乙QIQぷ）2=乙QIQQ2
だから，△p P1 P2 C/.) △ QQ1Q2. よって，
P1P2: QIQ2 = P2P: Q2Q = d: D. (Al) 
すると，△PnP1 P2と△QnQ!Q2は相似だから，その面積は対応する辺の 2乗に比例する．
残りの n-3個の三角形の対に対しても同様だから，
多角形 1の面積：多角形 2の面積＝ず： D2. 
Q.E.D. 
Ql 
Q2 
Pl 
Qn 
Pn 
(a)多角形 1 (b)多角形 2
図Al 相似な内接多角形
